UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2019-2020 Extraordinaria
MATERIA: MATEMATICAS 11

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas
cualesquiera a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas
TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificard sobre 2.5 puntos

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea A una matriz de tamafio 3x4 tal que sus dos primeras filas son (1, 1, 1, 1)y (12,3, 4), y sin
ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, sepide pener un ejemplo
de matriz A que verifique la condicién pedida, justificandolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.

b) (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incempatible

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

-1
Xz si x<1, x#-1
Dada la funcién f(x)= x2—1 , se,pide:
x*+1
si x>1
4x

a) (0.5 puntos) Calcular f(0) y (f ¢ f)(O)%

b) (1.25 puntos) Estudiar la,continuidadw/derivabilidad de f(x) en x = 1 y determinar si en dicho
punto existe un extremo relativo.

c) (0.75 puntos) Estudiar sus‘asintetas.

A.3. Calificacion maxima: 2.5\puntos.

Dados el puntoP(3, 3,0)y la recta rz%z%z%, se pide:

a) (0.75 puntas),Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto Py a larectar.

b) (1 punte) €aleular el punto simétrico de P respecto der.

c) (0.75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectangulo, tenga

area 3/\/5y elangulo recto en A.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3
bolas de cada color y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen de
ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea
negra.

c) (0.5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que la
segunda sea negra.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

0O -1 2 1 0O 2 -1

Sean las matrices A={2 1 -1{,I1=/0 1 O0/|,B=[1 0 |.Sepide:
1 0 1 0 0 1 0 1

a) (1 puntos) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

b) (0.5 puntos) Calcular la matrizC=A?-21.
c) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D=ABB! (donde B! denota la matriz traspuesta
de B).

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) —25t.e "/ , donde't,> Oes el

tiempo de funcionamiento.

a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila_si se deja en
funcionamiento indefinidamente.

b) (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila'y el instante en el que se
alcanza.

c) (1.25 puntos) La energia total generada por la pila hasta elrinstantet, E(t), se relaciona con la

potencia mediante E'(t)=P(t), con E(0) = 0. Calcular lasenergiasproducida por la pila entre el

instante t =0y el instante t = 2.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Del paralelogramo ABCD, se conocen los vérticesiconsecutives A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(4, 3, -2).
Se pide:

a) (1 punto) Calcular una ecuacién de la reeta‘que pasa por el punto medio del segmento ACy es
perpendicular a los segmentos AC y:BC.

b) (1 punto) Hallar las coordenadas,delvértice D y el area del paralelogramo resultante.

c) (0.5 puntos) Calcular el coseno del'angulo que forman los vectores rBy AC

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En un experimento aleatorio‘hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que P(X) = 0,4 y que

P(X mV) =0,08 (donde Y es’el suceso complementario de Y). Se pide:

a) (1 punto) €alcularP(Y).

b) (0.5 puntos) Calcular P(X U Y).

c) (1 punto) SiXes un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento
es un_éxitescuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la
probabilidad de haber tenido éxito al menos 2 veces.

academia@abitaulapinar.com . - C/ Jazmin, 29 (Pinar de Chamartin)
www.abitaulapinar.com abitavia o 91.056.80.48 /622.92.94.25



SOLUCIONES

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea A una matriz de tamafio 3x4 tal que sus dos primeras filas son (1, 1,1, 1) y (1, 2, 3, 4), y sin
ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un
ejemplo de matriz A que verifique la condicién pedida, justificdndolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.

b) (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible

a) Por ejemplo: A= b) Por ejemplo: A=

c) Por ejemplo: A= d) Per ejemplo: "A =

N PR, PP
w N RORON =
A W L NIPW R~
u L, N Ry

e) Por ejemplo: A=

e N e B e e e | B N
R N R, P NP W N R
R W Rk, N WP NW R
w s> R, NP P A DN R

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puritos.

x=1
> six <, x#=-1
Dada la funcién f(x) = XZ > , se pide:
X7+ N
six=>1
4x

a) (0.5 puntos) Calcular f(Q) y (f - f)(0).

b) (1.25 puntos), Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 1 y determinar si en
dicho punte,existe tn\extremo relativo.

c) (0.75_punteshEstudiar sus asintotas.

a) Para x=0 cogemos la funcidn: f(x) = Xz_
X —
Hacemos la composicion: (fof)(0)= f(f(O)) =f(1)

2 2
X +1 y por tanto: f(l):1 :1:% f(1)=1/2

Para calcular f(1) cogemos la funcidn: f(x) =

b) Estudio de la continuidad en x=1:
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lim X_l—lim x—1 = lim S
x—>1'Xz—1 x—>1‘(X—1)(X+1) x—>1‘(x+1) 2 “rqf(x):l 1
|mX +1:1 " ? lxlﬂ f(X)Zf(l)zi
x—1" 4X 2
1
f(l)=—
(1)=3

Por lo que |f(x)es continua en x =1

Estudio de la derivabilidad:
x* —1—2x(x—1) -’ —1+2x —(x—l)

-1
= ~  SI X<l x#%1

7(x) = (x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)2 (x+1)

8 -4(X'+1) ax*-4 x*-1

2

si x>1
16x° 16x° 4x>
. -1 -1
lim =—
x—1" +1 .
(x+1) lim f'(x) = lim f'(x) , por lo que f(x)\no es derivable en x =1
2 x—1" x—>1"
IimX —=0
x—=1" 4x
Estudio de los extremos:
-1
> si x<1, x#-1
x+1
#(x)=1
2
x =1 .
> si x>1
4x
-1 .,
=0 = No solucion
(x+1)2
f'(x)=0=
2
-1
X4 —=0"= x=%#1 = No solucidn en su dominio de definicion
X

Miramos entofcesyque“le ocurre a la funcion a ambos lados de x=1 y vemos que pasa de
decreciente fi(x )k Oacreciente f'(x)>0, por lo que| x=1 es un minimo relativo|

c) Asintotas:

-1
XZ si x<1, x#-1
X -1
f(x)=1,
X +1 .
si x=>1
4x

Asintotas verticales:

Los puntos que anulan los denominadores son el 0, el 1y el -1, pero el Unico que se encuentra
dentro del intervalo de definicién es x=-1:
. . x—-1 =2
lim f(x)=lim S— =—
x—>—1 x=>-1 x° —1 0

Hacemos los limites laterales:
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-1 -2
—— =—=+x lim f(x)= lim Xz =—=-©
x——1* x—>-1" x° —1 0 x——1" x=>-1" x°—1 0]

Hay asintota vertical en x = —1‘

Asintota horizontal:

lim f(x)=lim -1 =0 = ‘Hay asintota horizontal cuando x tiendea —0 eny=0
X—>—00 x—>-o x° —1

x> +1
lim f(x): lim =00 —=> No hay asintota horizontal cuando x tiende@«+ o

X—>+00 X—>+00 4x

Asintota oblicua: y=mx+n
f(x x*+1 1

m= lim Q:Iim —=—

X—>+00 X X—>00 4X 4

n=lim (f(x)—mx)= lim [XZ +1—5j: lim — =0

X—>+00 X—>+00 4X 4

1
Asintota oblicuaen |y =—x

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto P(3, 3, 0) y la recta rz%:¥=% , se pide:

a) (0.75 puntos) Escribir la,ecuacién delplano que contiene al punto Py alarectar.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de .
c) (0.75 puntos) Hallar dos'puntos’'A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectangulo, tenga

area 3/\/§y el angulo recta en'A.

a) Obtenemos él vector y.un punto de la recta:
_ v (-1,1,0
XAzl [N (-110)
-\ 0 Q(2,0,-1)
Obtenemos,.un vector restando el punto que nos dan P(3, 3, 0) con el punto Q de la recta:
u=Q-P=(2,0,-1)—(3,3,0)=(-1,-3,-1)

x—2 vy z+1
-1 1 0 |=0 = —(x-2)-y+4(z+1)=0 = [x+y-42-6=0]
-1 -3 -1

b) Debemos sacar el plano que pasa por el punto y es perpendicular a la recta, luego cogemos
P(3, 3, 0) y como vector director el vector v, (—1,1,0)

—X+y+D=0 Como pasa porelP(3,3,0) -3+3+D=0 = D=0 porloqueelplanoes: -x+y=0
Ahora resolvemos el sistema formado por la recta y el plano:
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Xx=2—-41

r=iy=4
. -(2-2)+2=0 = -2+24=0 = =1
z=—
—-x+y=0
Luego el punto proyeccion ortogonal de P es M(1, 1, -1) que es el punto medio entre Py su
simétrico:
3TX 1 ox=a1
2
! 3,3,0)+(x,y,z .
P;P =M = ( )2( y )=(1,1,—1) = 3+Ty=1 =y=-1 Luego el punto pedideses:
Zol=>2=22
2
P'(-1,-1,-2)

c) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectangulo, tenga area 3/\/5y el
angulo recto en A.

P

A B
El punto A es el que anteriormente hemos llamado M, pues es la proyeccidn ortogonal

de P sobre r para que salga angulo,recto, ltego A(1, 1, -1)
La altura del triangulo es: h=|ﬁ‘ =|(—1,—1,—2)—(1,1,—1)| =|(—2,—2,—1)|=\/4+4+1 =3,

Como el area del triangtloda sabemos, calculamos la base:

2 2
B serd el puntoyqUiedista v2 de Ay como pertenece a r tendrd la forma: (2-4,4,-1)

V2 =| A8l @ A A1) - (1LL-1) =|(1- 4, A-1,0)|=y(1-2) +(2-1)

JAR 1Y =22 = (1-2) +(A-1) =22 = 2-44+4207=%2

A=0

2424227 =2 = 21*-44=0 = 24(4-2)=0 = {1_2

2-41421*=-2 = 21°—41+4=0 = A*-21+2=0 = Nosolucién

Si A=0 = |B(2,0,-1)

Si A=2 = (B(0,2,-1)
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A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3
bolas de cada color y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen
de ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea
negra.

c) (0.5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que
la segunda sea negra.

e

A 2/5

4R M{R
1/5>N

2N
1/3

{ :
B |27 I~ n
13 | 3R R
N [/ %
255 N

c R
o RS
R |2 O~
6N o_-R
<,
>N

1/3

12 11 1 7 7
P(R)=P(A)-P(R/A)+P(B)-P(R/B)+P(C)-P(R/C)==-=+=-=+=-0=—+==— [P(R)=—
a) P(R)=P(A)-P(R/A) +P(B)- P(R/BI P(€) P(R/C) =3 S+~ 2-0=24 2= P(R)=—
b) P(12RM22N)=P(A)-P(RAN/A)+P(B)-P(RNN/B)+P(C)-P(RNN/C)
P(laRmZaN):l-E-z 113, 1024, 1.Y P(1aRm2aN)=E
354325 3 45 10 90 90
122,113 4 1 17
WA oss4sn 2 2
o P(ZQN/lgR)zp(l RO2N) 335375 45 10_ 90 _17 p(22N/22R) =
P(12R) 7/18 7/18  7/18 35 35
B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
0 -1 2 100 2 -1
Sean las matrices A={2 1 -1{,I1=|0 1 0|,B=|1 0 |.Sepide
1 0 1 001 0

a) (1 puntos) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

b) (0.5 puntos) Calcular la matrizC=A?-21.

c) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D=ABB' (donde B' denota la matriz
traspuesta de B).

academia@abitaulapinar.com . - C/ Jazmin, 29 (Pinar de Chamartin)
www.abitaulapinar.com abitavia o 91.056.80.48 /622.92.94.25



0 -1 2 0 -1 2
a)A=2 1 -1|= |[Al=2 1 -1=1-2+2=1

1 0 1 1 0 1
1 -3 -1 1 1 -1 1 1 -1
AM=l1 2 -1| = (A"dj)t= -3 -2 4 | =AT=-3 2 4
-1 4 2 -1 -1 2 -1 -1 2
b)C=A2-2]|

0 -1 2)(0 -1 2 0 -1 3
A’=[2 1 -1]{2 1 -1|=l1 -1 2
0 1)1 o 1 1 -1 3

0 -1 3y (=2 0 0) (-2 -1 3 2 -1%3
C=A’-2I=|1 -1 2|+| 0 -2 0]=|1 -3 2| |c&| 1 =3 2
1 -13) (0 0o -2) |1 -11 1 %1 1
c) ‘ABB‘ :|A”BB‘
2 -1 5 2, -1
t 2 10 :
B-B'=[1 0 =l 2 1. | & B-BY=5-1-4=0
1 0 1
0 1 140 %
|ABBY| =|A|jpB|=1-0=0" =/}aBBY=D

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t):25t-e*‘2/4 ,dondet>0
es el tiempo de funciohamiento.

a) (0.5 puntos), Calcular‘hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en
funcionamiento'indefinidamente.

b) (0.75puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se

alcanza:
c) (1.25 puntos) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t), se relaciona con

la potencia mediante E’(t):P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila entre

el instantet =0y el instante t = 2.

a) lim 25t-e*/* =c0.0

X—>+00

2 25t o© . A
lim 25t-e "/ = lim ——=— Aplicamos la regla de L"Hobpital:
X—>400 X—>400 et /4 o0
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lim @: lim i: lim 5—9:£:0‘La potencia tiendeao‘
x>t ot /4 xotoo Eetz/4 x40 tat /4 0

2

b) Potencia maxima:

2 2
P(t)=0 = 25-et2/4—25t-§et2/4:0 = 25et2/“(1—%j:0 = 1—%:0 = t=+2

2 P'(0)=25>0
P'(t)= 25¢ /" (1—t—J:> 25 En x =+/2 hay un méximo
2 P'(2)= ——<o0
e

La potencia maxima alcanzada es: P, :P(ﬁ):zsx/f-e’z/“ =21,44 P, =21,44

2 2

2 t

2 2 t? t
c) E(2)=JP(t)dt=I25t'e4dt:—25-2j—§-e4dt={—50e4} =50 22031 61wdE(2)=31,61
0 0

e

0 0

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(4, 3,
-2). Se pide:

a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa per el punto medio del segmento AC
y es perpendicular a los segmentos AC y BC:

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice'D y el area del paralelogramo resultante.

c) (0.5 puntos) Calcular el coseno del angulo que foerman los vectores rBy AC

A

/&

D C

1,0,-1)+(4,3,-2 -
Punto medio de AC: M, »= ( — )+( — ) =(E,§,—3)
2 22 2

Vector ACRACE€SA =(4,3,-2)—(1,0,-1)=(3,3,-1)
Vector BC; BC=€-B=(4,3,-2)-(2,1,0)=(2,2,-2)

ik
Vector de larecta: V, =[3 3 -1/=(-4,4,0)
2 2 2
x=5/2-1
La recta pedida esa:|[r=1y=3/2+1
z=-3/2

b) El vértice D es el simétrico de B con respecto al punto medio de AC:
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510 2+x=5 = x=3
( r4 )+(X,V,Z):(§’§'—3j — 1+y=3 — y:2 D(3,2,_3)

2
z=-3

El area del paralelogramo es:

i ]k
A=ABxAC=|1 1 1 :‘(_4’4'0)‘: (_4)2_'_42:\/5:4\/5“2 A:4\/§u2
3 3 -1
c)cosa—ﬂ— 3+3-1 | 5 _ 5 5457 cosa—sﬁ
‘EH,?C‘ J1+1+149+9+1] 3V19 57 57 57

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que P(X) =0,4y

que P(X mV) =0,08 (donde Y es el suceso complemehtario dew).'Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(Y).

b) (0.5 puntos) Calcular P(X U Y).

c) (1 punto) Si X es un resultado no deseadoj de,manera que consideramos que el
experimento es un éxito cuando NO sucedeX, y fepetimeos el experimento en 8 ocasiones,
hallar la probabilidad de haber tenido éxito ahmenos?2 veces.

a) P(XNY)=P(X)-P(XNY)=P(X)=R(X):R(Y) = p(y)zp(x)_P())mV)

P(X

0,8 = [P(Y)=0,8

b) P(XUY)=P(X)+P(Y)-P(%"Y)=P(X)+P(Y)-P(X)-P(Y)=0,4+0,8-0,4-0,8=0,88

P(XJ¥)=0,88

) Sextrata'de 8 pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxitop=P(X)=1-0,4=0,6, y
gueremos hallar la probabilidad de tener al menos 2 éxitos:

P(n>2)=1-[P(n=0)+P(n=1)] =1—H§jo,6° -0,4° {30,61 -0,47} =0,991

P=0,991
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